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Аннотация. В теореме Арутюнова утверждается, что действующие из полного
метрического пространства (X, ρX) в метрическое пространство (Y, ρY ) отоб-
ражения ψ,φ, одно из которых является α -накрывающим, а второе — β -лип-
шицевым, α > β, имеют точку совпадения, то есть существует решение урав-
нения ψ(x) = φ(x). Показано, что это утверждение остается справедливым и
в случае, если пространство Y не является метрическим, достаточно, чтобы
функция ρY : Y 2 → R+ удовлетворяла только аксиоме тождества. Функция ρY
может не быть симметрической и не отвечать неравенству треугольника, более
того, не обязана удовлетворять f -неравенству треугольника (то есть возможно,
что пространство Y даже не f -квазиметрическое).
Ключевые слова: точка совпадения; метрическое пространство; накрывающее
отображение; липшицево отображение

Введение

А.В. Арутюновым в [1] получены условия существования и оценки точек совпа-
дения отображений ψ, φ , действующих из метрического пространства X в метриче-
ское пространство Y . Эти утверждения в последние время находят многочисленные
приложения в дифференциальных уравнениях (см. [2]–[4]), интегральных уравнениях
(см. [5]), в задачах управления (см. [6]). Требования теоремы Арутюнова к расстоя-
нию могут быть ослаблены. В работе [7] получены аналогичные результаты в (q1, q2)—
квазиметрических пространствах. В данной работе пространство X предполагается
метрическим, а от расстояния в Y только требуется выполнения аксиомы тождества.
Такое ослабление условий существования точки совпадения позволяет уточнить, в том
числе, и некоторые утверждения процитированных выше работ.
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1. Основные понятия

Пусть заданы: метрическое пространство X = (X, ρX) и непустое множество Y,

на котором определено расстояние — отображение ρY : Y 2 → R+ , удовлетворяющее
условию

∀y1, y2 ∈ Y ρY (y1, y2) = 0 ⇔ y1 = y2. (1.1)

В пространстве Y определим понятие сходимости последовательности {yi} ⊂ Y к
элементу y ∈ Y при i→ ∞ соотношением

yi → y ⇔ max
{
ρY (yi, y), ρY (y, yi)

}
→ 0.

Для отображений, действующих из X в Y, пользуемся следующими «обычными
определениями». Отображение f : X → Y называем непрерывным в точке x ∈ X,

если для любой сходящейся к x последовательности {xi} выполнено f(xi) → f(x).

Отображение f : X → Y называем замкнутым в точке x ∈ X, если из сходимости к
x последовательности {xi} ⊂ X и существования y ∈ Y такого, что f(xi) → y следует
равенство f(x) = y. Отображение, непрерывное (замкнутое) во всех точках, называ-
ем непрерывным (замкнутым). Отображение f : X → Y называем β -липшицевым,
β ≥ 0, если при любых x1, x2 ∈ X выполнено ρY

(
f(x1), f(x2)

)
≤ ρX(x1, x2). Если отоб-

ражение β -липшицево, то оно непрерывно. Из непрерывности отображения, очевидно,
следует его замкнутость.

Формально переносим на отображения рассматриваемых пространств следующее
определение [1].

О п р е д е л е н и е 1.1. Пусть α > 0 . Отображение f : X → Y называется α -
накрывающим, если выполнено соотношение

∀x0 ∈ X ∀y ∈ Y ∃x ∈ X : f(x) = y и ρX(x, x0) ≤
1

α
ρY

(
f(x), f(x0)

)
.

2. Теорема о точке совпадения отображений

Приведем утверждение, аналогичное теореме Арутюнова, но в котором не требуется,
чтобы Y было метрическим пространством. Полагаем, что заданы отображения ψ, φ :

X → Y. Точкой совпадения этих отображений называют элемент ξ ∈ X такой, что
ψ(ξ) = φ(ξ).

Теорема 2.1. Пусть метрическое пространство является полным и выполнены
следующие условия: отображение ψ : X → Y является α -накрывающим и замкну-
тым; отображение φ : X → Y является β -липшицевым. Тогда, если α > β, то
множество точек совпадения отображений ψ, φ не пусто, кроме того,

∀x0 ∈ X ∃ξ ∈ X : ψ(ξ) = φ(ξ) и ρX(ξ, x0) ≤
1

α− β
ρY

(
ψ(x0), φ(x0)

)
. (2.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть x0 ∈ X. Построим последовательность {xn} ⊂ X

следующим образом.



К ТЕОРЕМЕ АРУТЮНОВА О ТОЧКАХ СОВПАДЕНИЯ 67

Так как отображение ψ является α -накрывающим, то существует x1 ∈ X такой,
что

ψ(x1) = φ(x0), ρX(x1, x0) ≤
1

α
ρY (ψ(x1), ψ(x0)) =

1

α
ρY

(
φ(x0), ψ(x0)

)
.

Вследствие липшицевости отображения φ выполнено неравенство

ρY (φ(x1), φ(x0)) ≤ βρX(x1, x0).

Снова, в силу α− накрывания отображения ψ , существует x2 ∈ X такой, что ψ(x2) =

φ(x1), и имеют место неравенства

ρX(x2, x1) ≤
1

α
ρY (ψ(x2), ψ(x1)) ≤

1

α
ρY (φ(x1), φ(x0)) ≤

β

α
ρX(x1, x0).

Аналогично, при каждом натуральном n устанавливается существование элемента
xn ∈ X, для которого справедливы соотношения

ψ(xn) = φ(xn−1), (2.2)

ρX(xn, xn−1) ≤
β

α
ρX(xn−1, xn−2) ≤

βn−1

αn−1
ρX(x1, x0). (2.3)

Покажем, что построенная последовательность {xn} является фундаментальной.
Из неравенства треугольника, учитывая α > β, для любых n < m получаем

ρX(xn, xm) ≤ ρX(xn, xn+1) + ρX(xn+1, xn+2) + · · · ρX(xm−1, xm) ≤

≤ βn

αn

ρY
(
φ(x0), ψ(x0)

)
α

+
βn+1

αn+1

ρY
(
φ(x0), ψ(x0)

)
α

+ · · ·+ βm−1

αm−1

ρY
(
φ(x0), ψ(x0)

)
α

≤

≤
(βn

αn
+
βn+1

αn+1
+ · · ·+ βm−1

αm−1

)ρY (φ(x0), ψ(x0))
α

≤
(β
α

)n 1

α− β
ρY

(
φ(x0), ψ(x0)

)
.

Таким образом, для любого ϵ > 0 , если выбрать

N = log β
α

ϵ(α− β)

ρY
(
φ(x0), ψ(x0)

) ,
то при всех n,m > N будет выполнено неравенство ρX(xn, xm) < ϵ.

Итак, последовательность {xn} является фундаментальной, и в полном простран-
стве X сходится к некоторой точке ξ . Докажем, что ξ есть точка совпадения отобра-
жений ψ и φ . Вследствие непрерывности липшицева отображения φ получаем φ(ξ) =

limn→∞ φ(xn). Согласно равенству (2.2) выполнено limn→∞ ψ(xn) = limn→∞ φ(xn−1) =

φ(ξ). Отсюда в силу замкнутости отображения ψ получаем соотношение

ψ(ξ) = lim
n→∞

ψ(xn) = φ(ξ).

Теперь докажем справедливость соотношения (2.1). Из неравенств (2.3) при любим
n имеем

ρX(x0, xn) ≤ ρX(x0, x1) + ρX(x1, x2) + · · · ρX(xn, xn) ≤

≤
(
1 +

β

α
+
β2

α2
+ · · ·+ βn

αn

)ρY (φ(x0), ψ(x0))
α

≤ 1

α− β
ρY

(
φ(x0), ψ(x0)

)
.

Переходя к пределу при n→ ∞ получаем неравенство (2.1). �
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3. Примеры

Приведем примеры отображений, удовлетворяющих условиям теоремы 1, действу-
ющих из метрического пространства во множество, не являющееся метрическим про-
странством. Последнее обстоятельство не позволяет применить к ним результаты [1], в
то же время, теорема 1 гарантирует существование точек совпадения и соответствую-
щую оценку (2.1).

П р и м е р 3.1. Пусть каждое из множеств X, Y состоит из пяти элементов: X =

{xi, i = 1, 5}, Y = {yi, i = 1, 5}. В множестве X определим расстояние ρX : X2 → R+

формулой

ρY (y1, y2) = ρY (y2, y1) = ρY (y1, y5) = ρY (y5, y1) = ρY (y2, y5) = ρY (y5, y2) = 1/2,

ρY (yi, yi) = 0 при i = 1, 5, ρY (yi, yj) = 3 при остальных (i, j).

Очевидно, X является полным метрическим пространством.
На множестве Y зададим расстояние ρY : Y 2 → R+ соотношениями

ρY (y1, y2) = ρY (y2, y1) = 1, ρY (y1, y5) = ρY (y5, y1) = 1/3,

ρY (y1, y4) = ρY (y4, y1) = 2, ρY (y2, y5) = ρY (y5, y2) = 1/2,

ρY (yi, yi) = 0 при i = 1, 5, ρY (yi, yj) = 3 при остальных (i, j).

Это отображение не удовлетворяет неравенству треугольника, так как

ρY (y1, y5) = 1/3, ρY (y5, y2) = 1/2, ρY (y1, y2) = 1 > 1/3 + 1/2.

Таким образом, к отображениям, действующим в множество Y, не применима теорема
Арутюнова [1] о точках совпадения. Однако, то обстоятельство, что Y не является
метрическим пространством, не препятствует применению теоремы 1.

Пусть отображение ψ : X → Y определено следующим образом

ψ(xi) = yi.

Это отображения является накрывающим с коэффициентом

α = min
{ ρY (yi, yj)
ρX(xi, xj)

, i ̸= j, i, j = 1, 5
}
=

2

3
.

Определим отображение φ : X → Y равенствами

φ(x1) = φ(x2) = φ(x5) = y1, φ(x3) = y5, φ(x4) = y2.

Это отображения является липшицевым с коэффициентом

β = max
{ρY (φ(xi), φ(xj))

ρX(xi, xj)
, i ̸= j, i, j = 1, 5

}
=

max
{ρY (y1, y5)
ρX(x2, x3)

,
ρY (y1, y2)

ρX(x1, x4)
,
ρY (y1, y2)

ρX(x4, x2)
,
ρY (y1, y5)

ρX(x1, x3)
,
ρY (y1, y2)

ρX(x5, x4)
,
ρY (y1, y5)

ρX(x5, x3)
,
ρY (y5, y2)

ρX(x3, x4)

}
=
1

3
.
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Итак, β < α и выполнены все условия теоремы 1, отображения ψ, φ имеют точку
совпадения.

Отметим, что в рассмотренном примере не только Y не является метрическим про-
странством, но и каждое множество ψ(X) ⊃ φ(X) (с индуцированным расстоянием)
также не является метрическим пространством.

Прежде чем привести следующий пример, сформулируем определение f -квазимет-
рического пространства (подробнее см. [8]).

Пусть задана функция f : R+
2 → R+ такая, что

(r1, r2) → (0, 0) ⇒ f(r1, r2) → 0; (3.1)

говорят, что расстояние ρ : X2 → R+ удовлетворяет f -неравенству треугольника,
если выполнено соотношение

∃σ > 0 ∀x, y, z ∈ X ρ(x, y) < σ, ρ(y, z) < σ ⇒ ρ(x, z) ≤ f
(
ρ(x, y), ρ(y, z)

)
. (3.2)

При выполнении условий (1.1), (3.2) отображение ρ называют f -квазиметрикой, а
пространство (X, ρ) называют f -квазиметрическим [8]. Согласно [8] f -неравенство
треугольника равносильно асимптотическому неравенству треугольника:

∀{xi}∞i=1, {yi}∞i=1, {zi}∞i=1 ⊂ X ρ(xi, yi) → 0, ρ(yi, zi) → 0 ⇒ ρ(xi, zi) → 0, (3.3)

то есть, если расстояние ρ удовлетворяет условию (3.2) с функцией f, обладающей
свойством (3.1), то ρ удовлетворяет и соотношению (3.3); обратно, из (3.3) следует
существование функции f такой, что имеет место (3.1) и справедливо (3.2).

П р и м е р 3.2. Обозначим через N,Z множества натуральных и целых чисел,
соответственно; символом [ · ] — целую часть действительного числа.

Пусть X = {xi, i ∈ Z}. Определим на этом множестве метрику — симметрическую
функцию ρX : X2 → R+, равную

ρX(xi, xi+1) =

{
1, i = 2k, k ∈ N ∪ {0},
1

k+2
, i = 2k + 1, k ∈ N ∪ {0},

ρX(x−i, x−i−1) =
1

2([ i
2
] + 2)

, i ∈ N ∪ {0}.

ρX(xi, xi+m) =
i+m−1∑
j=i

ρX(xj, xj+1), i ∈ Z, m ∈ N.

Очевидно, для такой функции выполнено неравенство треугольника.
Покажем что X является полным метрическим пространством. Любая последо-

вательность, содержащая бесконечно много различных элементов этого множества, не
является фундаментальной, так как для любого i вследствие расходимости гармониче-
ского ряда выполнено lim

j→∞
ρX(xi, xj) = ∞, lim

j→−∞
ρX(xi, xj) = ∞. Таким образом, фун-

даментальной может быть только последовательность, которая начиная с некоторого
номера постоянна, и такая последовательность, очевидно, сходится.
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Далее, зададим множество Y = {yi, i ∈ Z} и определим в нём расстояние — сим-
метрическую функцию ρY : Y 2 → R+ со следующими значениями:

∀i ∈ N ∪ {0} ρY (yi, yi+1) =
1

[ i
2
] + 2

, ρY (yi, yi+2) = 1;

ρY (y−i, y−i−1) =

{
2, i = 2k,

1, i = 2k + 1, k ∈ N ∪ {0}; ρY (y−i, y−i−2) = 3;

ρY (yi, yi+m) =

 k, m = 2k,

k +
1

[ i+2k
2

] + 2
, m = 2k + 1, k ∈ N;

ρY (y−i, y−i−m) =
i+m−1∑
s=i

ρY (y−s, y−s−1), ρY (y−i, ym) = ρY (y−i, y0) + ρY (y0, ym), m ∈ N.

Очевидно, что Y не является метрическом пространством, так как при любом i ∈ N
выполнено

ρY (yi, yi+1) + ρY (yi+1, yi+2) ≤ ρY (yi, yi+2).

Более того, Y не является даже f —квазиметрическим пространством. Действительно,
для последовательностей {yi}, {yi+1}, {yi+2} имеют место сходимости ρY (yi, yi+1) → 0,

ρY (yi+1, yi+2) → 0, но ρY (yi, yi+2) = 1. Таким образом, асимптотическое неравенство
треугольника (3.3) нарушено.

Определим отображение φ : X → Y соотношениями

φ(xi) = yi, φ(x−i) = y0 ∀i ∈ N ∪ {0}.

Отображение φ является липшицевым с коэффициентом

β = max
i,j∈N∪{0}

{ρY (φ(xi), φ(xj))
ρX(xi, xj)

}
= max

i,j∈N∪{0}

{ ρY (yi, yj)
ρX(xi, xj)

}
= max

{
1,

1

2
,
1

3
, · · ·

}
= 1.

Определим отображение

ψ : X → Y, ψ(xi) = y−i i ∈ Z,

Это отображение (как и любое определенное на данном пространстве X отображение)
является непрерывным, поскольку для любой сходящейся к x ∈ X последовательности
{xin} ⊂ X существует такое n0, что при всех n ≥ n0 выполнено xin = x. Тогда
ψ(xin) = ψ(x), и таким образом ψ(xin) → ψ(x).

Отображение ψ : X → Y является накрывающим с коэффициентом

α = min
i,j∈Z

{ρY (ψ(xi), ψ(xj))
ρX(xi, xj)

}
= min

i,j∈Z

{ρY (y−i, y−j)

ρX(xi, xj)

}
= 2 > β.

Итак, выполнены все условия теоремы 1, и отображения φ и ψ имеют точку сов-
падения. Результаты [1] в данном случае не применимы.
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ABOUT ARUTYUNOV THEOREM OF COINCIDENCE POINT
FOR TWO MAPPING IN METRIC SPACES

c⃝ W. Merchela

Tambov State University named after G.R. Derzhavin
33 Internatsionalnaya St., Tambov 392000, Russian Federation

E-mail: merchela.wassim@gmail.com

Abstract. In the famous theorem of Arutyunov, it is asserted that the mappings ψ,φ,
acting from the complete metric space (X, ρX) to the metric space (Y, ρY ) , one of
which is α -covering and the second is β -Lipschitz, α > β, have the coincidence
point is the solution of the equation ψ(x) = φ(x). We show that this assertion
remains valid also in the case when the space Y is not metric it is sufficient that
the function ρY : Y 2 → R+ satisfies only the axiom of identity. The function ρY
may not be symmetric and does not correspond to the triangle inequality; moreover,
it does not have to satisfy the f -triangle inequality (that is, it is possible that the
space Y is not even f -quasimetric)
Keywords: coincidence point; metric space; covering mapping; Lipschitz mapping
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